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ЕВКЛИДОВА РЕАЛИЗАЦИЯ ПРОИЗВЕДЕНИЯ ЦИКЛОВ
БЕЗ СКРЫТЫХ СИММЕТРИЙ

С.А. ЛАВРЕНЧЕНКО AND А.Ю. ЩИКАНОВ

Abstract. It is shown that any graph G that is the Cartesian product
of two cycles can be realized in four-dimensional Euclidean space in such
a way that every edge-preserving permutation of the vertices of G extends
to a symmetry of the Euclidean realization of G. As a corollary, there
exists an infinite series of regular toroidal two-dimensional polyhedra
inscribed in the Clifford torus just like the five regular spherical polyhedra
are inscribed in a sphere.

Keywords: quadrangulation, torus, Cartesian product of graphs, geometric
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1. Введение

(Декартово) произведение двух графов (т.е. 1-мерных симплициальных ком-
плексов) G1 и G2 с непересекающимися множествами вершин V (G1) and V (G2)
обозначаетсяG1×G2 и определяется как граф с множеством вершин V (G1×G2)
= V (G1)× V (G2), в котором две вершины (u1, u2) и (v1, v2) соединены ребром
при условии, что {u1 = v1, и вершины u2, v2 соединены ребром в G2} или
{u2 = v2, и вершины u1, v1 соединены ребром в G1}. Граф, являющийся цик-
лом с n вершинами (n ≥ 3), называется циклом длины n и обозначается Cn.

Известно, что каждая конечная абстрактная группа, с одной стороны, точно
представима как подгруппа группы симметрий O(d) евклидового пространства
Rd некоторой размерности d, а с другой стороны, изоморфна группе автомор-
физмов некоторого конечного абстрактного графа (по теореме Фрухта [3]). В
данной работе адресуется третье звено в тройке {группа, симметрия, граф}.
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Показывается (теорема 1), что любой граф G, являющийся произведением цик-
лов Cn × Ck, представим в R4 без скрытых симметрий, т.е. так, что каждый
комбинаторный автоморфизм G продолжается до геометрической симметрии
евклидового представления G или, другими словами, до такой симметрии про-
должается любая подстановка на множестве вершин V (G), сохраняющая мно-
жество ребер E(G) инвариантным. Конечно, любой граф G реализуется без
скрытых симметрий в 1-остове правильного (|V (G)| − 1)-мерного симплекса в
R|V (G)|, но интересно отыскать минимальную степень представления — т.е. ми-
нимально возможную размерность объемлющего евклидового пространства.

Граф Cn × Ck естественно вкладывается в 2-тор (2-мерный тор) T2 в ви-
де n параллелей и k меридианов (или наоборот), в совокупности образующих
квадрангуляцию Cn × Ck ↪→ T2, которая будет обозначаться Qn,k. Эта квад-
рангуляция имеет nk вершин, 2nk ребер и nk (четырехугольных) граней. В
разделе 4 геометрическая реализация без скрытых симметрий квадрангуля-
ций Qn,k с транзитивными группами автоморфизмов приводит к новым пра-
вильным 2-многогранникам в R4. Ранее в R4 был известен только благородный
тороидальный гексадекаэдр, построенный первым автором в [7, 8]. Название
“благородный многогранник” (“noble polyhedron”) было введено Грюнбаумом [4]
для всякого 2-многогранника, полная группа симметрий которого транзитивна
на вершинах и гранях, но не обязательно на ребрах. Более точно, в разделе 4
будет показано, что квадрангуляции Qn,k реализуются без скрытых симмет-
рий в R4 и оказываются благородными тороидальными 2-многогранниками, а
при n = k даже правильными тороидальными 2-многогранниками, вписанны-
ми в 2-тор Клиффорда в R4 подобно тому, как пять правильных сферических
2-многогранников вписаны в 2-сферу в R3.

2. Основные понятия, леммы и один пример

Пусть G — конечный симплициальный 1-комплекс или, другими словами,
неориентированный граф без петель и кратных ребер, и пусть M2 — 2-многооб-
разие. Гранями топологического вложения h : G ↪→ M2 называются компо-
ненты разности M2 − h(G). Такое вложение называется полигонизацией 2-
многообразия M2 с графом G, если замыкание каждой грани гомеоморфно
замкнутому 2-диску. Полигонизация, у которой каждая грань ограничена цик-
лом длины 4 графа G, называется (топологической) квадрангуляцией. Важное
семейство квадрангуляций Qn,k было определено во введении.

С комбинаторной точки зрения квадрангуляции соответствует абстрактный
клеточный 2-комплекс (у которого каждая 2-клетка соответствует четырех-
угольной грани) при условии, что пересечение замыканий любых двух граней
или пусто, или ровно одна вершина, или ровно одно ребро графа G.

Пусть Kp и Lq — два конечных абстрактных клеточных комплекса размер-
ностей p и q, где p ≤ q, с множествами вершин V (Kp) и V (Lq), соответствен-
но. (Комбинаторный клеточный) гомоморфизм Kp → Lq определяется как
клеточное отображение µ : V (Kp) → V (Lq), т.е. если v0, v1, . . . , vr суть вер-
шины некоторой клетки в Kp, то µ(v0), µ(v1), . . . , µ(vr) являются вершинами
некоторой клетки в Lq. Инъективный гомоморфизм называется мономорфиз-
мом, а сюръективный мономорфизм изоморфизмом. В частности, изоморфизм
Kp → Kp называется автоморфизмом p-комплекса Kp. Группа автоморфиз-
мов у Kp обозначается Aut(Kp). Знак ≡ обозначает идентичность групп.
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Лемма 1.

(1) |Aut(Cn × Ck)| =


4nk при n 6= k

8n2 при n = k 6= 4

384 при n = k = 4

(2) |Aut(Qn,k)| =

{
4nk при n 6= k

8n2 при n = k

Доказательство. Сначала докажем равенство (1), используя стандартные тех-
ники теории графов [5, 6]. Заметим, что цикл Cn раскладывается в нетриви-
альное произведение двух графов тогда и только тогда, когда n = 4, а именно
C4 = I×J , где I и J обозначают непересекающиеся 1-симплексы. В этом смыс-
ле (при n 6= 4) граф Cn является простым графом, а так как он еще связен, то
(см. [6])

Aut(Cn × Cn) ≡ Aut(Cn) wrS2 ≡ DnwrS2.

Эта группа — веночное произведение (называемое в [5] композицией) диэдраль-
ной группыDn на симметрическую группу S2 и имеет порядок |Dn|2·|S2| = 8n2.
Далее, при n 6= k графы Cn и Ck взаимно просты относительно операции про-
изведения графов, и поэтому (см. [5])

Aut(Cn × Ck) ≡ Aut(Cn)×Aut(Ck) ≡ Dn ×Dk.

Эта группа — прямое произведение двух диэдральных групп и имеет порядок
|Dn| · |Dk| = 4nk. Наконец, хорошо известно [5], что порядок группы автомор-
физмов графа C4 × C4 (т.е. 1-остова 4-куба) равен 384.

Теперь докажем равенство (2). Очевидно, группа Aut(Qn,k) всегда транзи-
тивна на множестве вершин. При n = k стабилизатор каждой вершины изо-
морфен диэдральной группе D4, и поэтому |Aut(Qn,n)| = |V (Qn,n)| · |D4| = 8n2.
При n 6= k никакой цикл длины n не может отобразиться на цикл длины k,
и поэтому стабилизатор каждой вершины v квадрангуляции Qn,k есть группа
порядка 4, порожденная подстановками (α, id2) и (id1, β) множества вершин
V (Qn,k) = V (Cn×Ck), где id1 и id2 — тождественные, а α и β — нетождествен-
ные инволютивные автоморфизмы сомножителей Cn и Ck (соответственно) с
неподвижной вершиной v. Поэтому |Aut(Qn,k)| = |V (Qn,k)| · 4 = 4nk. �

Флаг 2-комплекса определяется как тройка последовательно вложенных эле-
ментов вида: вершина ∈ ребро ∈ грань. Из доказательства равенства (2) из-
влекается следствие.

Следствие 1. При произвольных n, k ≥ 3 квадрангуляция Qn,k благородна в
том смысле, что Aut(Qn,k) действует транзитивно на вершинах и на гра-
нях (но не на ребрах при n 6= k). Далее, при любом n квадрангуляция Qn,n
правильна в том смысле, что Aut(Qn,n) действует транзитивно на флагах,
что обеспечивает максимально возможный порядок этой группы.

Пусть Kp — конечный абстрактный клеточный p-комплекс. Через |Kp| :
Kp ↪→ Rd обозначается (геометрическая) реализация комплексаKp, т.е. геомет-
рический p-многогранник (p-мерный многогранник) в Rd, клеточная структура
которого естественно унаследована от Kp и “угловые точки” которого есте-
ственно и биективно соответствуют вершинам Kp. Симметрией многогран-
ника |Kp| называется евклидово движение пространства Rd, отображающее
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вершины в вершины (биективно) и оставляющее |Kp| инвариантным. Множе-
ство всех симметрий многогранника |Kp| образует конечную подгруппу груп-
пы всех евклидовых движений пространства Rd. Эта подгруппа обозначает-
ся Sym(|Kp|) и называется (полной) группой симметрий многогранника |Kp|.
Эта группа естественно действует на множестве вершин V (Kp) и, таким обра-
зом, соответствует некоторой подгруппе группы Aut(Kp) и часто понимается
в данной работе комбинаторно, т.е. как группа соответствующих подстановок
множества V (Kp). Из контекста будет ясно, понимаем ли мы группу Sym(|Kp|)
комбинаторно или геометрически.

Политоп определяется как выпуклая оболочка конечного множества точек
в Rd. d-Политопом называется d-мерный политоп. Пусть µ : Kp → Lq — ком-
бинаторный клеточный мономорфизм, и пусть задана реализация |Lq| : Lq ↪→
Rq+1 посредством граничного комплекса некоторого (q + 1)-политопа в Rq+1.
Обозначим через K̂p образ µ(Kp), а через |K̂p| реализацию K̂p ↪→ Rq+1, есте-
ственно индуцированную многогранником |Lq|. Таким образом получаем реа-
лизацию |K̂p| : Kp ↪→ Rq+1 в виде

(3) Kp → K̂p → |K̂p| ⊆ |Lq| ⊂ Rq+1.

Будем говорить, что реализация (3) комплекса Kp посредством многогранника
|K̂p| в Rq+1 не имеет скрытых симметрий, если каждый автоморфизм ком-
плекса Kp индуцируется некоторой евклидовой симметрией его реализации
|K̂p|.

С алгебраической точки зрения, предполагая, что начало координат в Rq+1

остается неподвижным при всех симметриях многогранника |K̂p|, если реали-
зация (3) комплекса Kp посредством |K̂p| в Rq+1 не имеет скрытых симметрий,
то группа Sym(|K̂p|) ⊂ O(q+1) обеспечивает точное представление степени q+1
группы Aut(Kp).

Лемма 2. Для отсутствия скрытых симметрий в реализации (3) доста-
точно одновременного выполнения следующих трех условий:

(i) Sym(|Lq|) ⊆ Sym(|K̂p|),
(ii) |V (Lq)| = |V (Kp)|,
(iii) |Sym(|Lq|)| = |Aut(Kp)|.

Доказательство. В силу (i) каждая симметрия многогранника |Lq| является
симметрией многогранника |K̂p| и поэтому индуцирует некоторый автомор-
физм комплекса Kp. В силу (ii) различные симметрии |Lq| индуцируют раз-
личные автоморфизмы Kp. В силу (iii) каждый автоморфизм Kp индуцирует-
ся некоторой симметрией |Lq|, которая в силу (i) также является симметрией
многогранника |K̂p|. �

Например, при p = q = 1 цикл K1 = Cn реализуется посредством гранично-
го комплекса B(P 2

n) правильного евклидового n-угольника P 2
n в R2. Заметим,

что P 2
n является 2-политопом в R2, и также заметим, что группы Sym(B(P 2

n))

и Sym(P 2
n) идентичны как группы подстановок множества V (P 2

n) = V (|K̂1|).
Комплекс B(P 2

n) соответствует |K̂1| = |L1| в (3), и поэтому условие (ii) леммы 2
выполнено. Поскольку обе группы Sym(P 2

n) и Aut(Cn) действуют на множестве
V (Cn) как n-угольная диэдральная группа Dn, условие (iii) тоже выполнено.
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Далее, поскольку каждый элемент группы Sym(P 2
n) оставляет 1-остов Cn ин-

вариантным, условие (i) тоже выполнено, и по лемме 2 граф Cn реализуется
посредством B(P 2

n) без скрытых симметрий.

3. Реализация тороидальных квадрангуляций

В этом разделе дается конструкция, обобщающая пример с циклом Cn из
конца предыдущего раздела.

Декартово произведение правильного n-угольника на правильный k-уголь-
ник P 2

n×P 2
k (n, k ≥ 3) известно [9] как n, k-двупризма (“n, k-duoprism”) и в дан-

ной работе будет обозначаться P 4
n,k. Двупризма P 4

n,k является 4-политопом как
выпуклая оболочка множества nk точек Mij

(
cos 2πi

n , sin 2πi
n , cos 2πj

k , sin 2πj
k

)
,

где i = 0, 1, . . . , n−1 и j = 0, 1, . . . , k−1. Таким образом, вершиныMij двуприз-
мы P 4

n,k лежат на 2-торе Клиффорда в R4, и ее граничный комплекс B(P 4
n,k)

является 3-многогранником [играющим роль |L3| в реализации (3)], вписан-
ным в этот тор. Нетрудно видеть, что 1-остов у B(P 4

n,k) есть граф Cn × Ck
[играющий роль K1 в реализации (3)], и что 2-остов у B(P 4

n,k) содержит ре-
ализацию Q̂n,k квадрангуляции Qn,k плюс еще n штук k-угольников и еще k
штук n-угольников.

Теорема 1. Для любых n, k ≥ 3 граф Cn × Ck геометрически реализуется
в R4 без скрытых симметрий посредством 1-остова граничного комплекса
соответствующей двупризмы B(P 4

n,k), и, далее, тороидальная квадрангуля-
ция Qn,k геометрически реализуется без скрытых симметрий в 2-остове у
B(P 4

n,k).

Доказательство. Доказательство разбивается на три случая.
Случай 1. n 6= k. Имеем

Sym(P 4
n,k) ≡ Sym(P 2

n × P 2
k ) ≡ Sym(P 2

n)× Sym(P 2
k ) ≡ Dn ×Dk.

Полученная группа является прямым произведением двух диэдральных групп
и имеет порядок 4nk. По лемме 1(1) условие (iii) леммы 2 выполнено. Условие
(ii) очевидно выполнено. Далее, поскольку каждый элемент группы Sym(P 4

n,k)

оставляет 1-остов Cn×Ck инвариантным, то и условие (i) выполнено. Итак, по
лемме 2 граф Cn × Ck реализуется посредством 1-остова у B(P 4

n,k) без скры-
тых симметрий. Тогда Qn,k реализуется без скрытых симметрий в 2-остове у
B(P 4

n,k), потому что Aut(Qn,k) ⊆ Aut(Cn × Ck).
Случай 2. n = k 6= 4. Аналогично имеем

Sym(P 4
n,n) ≡ Sym(P 2

n × P 2
n) ≡ Sym(P 2

n) wrS2 ≡ DnwrS2.

Эта группа является веночным произведением диэдральной группы Dn на
симметрическую группу S2 и имеет порядок |Dn|2 · |S2| = 8n2. По лемме 1
|Sym(P 4

n,n)| = |Aut(Cn × Cn)|, и доказательство завершается как в случае 1.
Случай 3. n = k = 4. В этом случае P 4

4,4 является 4-кубом, и Sym(P 4
4,4) явля-

ется гипероктаэдральной группой, имеющей порядок 384. Так же по лемме 1
|Sym(P 4

4,4)| = |Aut(C4 × C4)|, и доказательство завершается как и выше. �

Из доказательства теоремы 1 вытекает следствие.

Следствие 2. Aut(Cn × Ck) ≡ Sym(P 4
n,k) при всех n, k ≥ 3, где Sym(P 4

n,k)

рассматривается как группа подстановок множества V (Cn × Ck).
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Интересно отметить, что по лемме 1 случай 3 в доказательстве теоремы 1 —
единственный, в котором |Aut(Cn × Ck)| 6= |Aut(Qn,k)|, что влечет существо-
вание более одной копии Q4,4 в 2-остове 4-куба (причем все реализуются без
скрытых симметрий по теореме 1). Точное число таких копий равно трем, что
находится с использованием [1, формула (4)] вместе с леммой 1 как отношение
|Aut(C4 × C4)|/|Aut(Q4,4)| = 384/128 = 3.

4. Правильные 2-многогранники

Всякую геометрическую реализацию полигонизации замкнутого 2-многооб-
разия в Rd без скрытых симметрий будем называть правильным 2-многогранни-
ком, если группа автоморфизмов полигонизации транзитивна на флагах, и,
следуя Грюнбауму [4], благородным 2-многогранником, если эта группа тран-
зитивна на вершинах и на гранях, но не обязательно на ребрах. Благород-
ный 2-многогранник является и изогональным (т.е. все многогранные углы при
вершинах конгруэнтны), и изоэдральным (т.е. все грани конгруэнтны). У пра-
вильного 2-многогранника, помимо вышеперечисленных конгруэнций, все дву-
гранные углы конгруэнтны. Из следствия 1 и теоремы 1 вытекает следующее
следствие.

Следствие 3. Квадрангуляция Qn,k реализуется в виде благородного торои-
дального 2-многогранника в R4 при всех n, k ≥ 3. Далее, Qn,n реализуется в
виде правильного тороидального 2-многогранника в R4 при каждом n ≥ 3.

Заметим, что все правильные тороидальные 2-многогранники |Q̂n,n|, най-
денные в разделе 3, оказываются вписанными в 2-тор Клиффорда в R4 так
же, как пять правильных сферических 2-многогранников вписаны в 2-сферу в
R3.

5. Заключение

Классификация правильных тороидальных полигонизаций получена Кокс-
тером [2, c. 25–27] — это бесконечные серии самодвойственных квадрангуля-
ций (со степенью каждой вершины δ = 4), а также триангуляций (δ = 6) и
двойственных им гексагонизаций (δ = 3). В следствии 3 серия квадрангуля-
ций Кокстера реализуется правильными тороидальными 2-многогранниками в
R4. Реализация без скрытых симметрий правильных триангуляций и гексаго-
низаций Кокстера в евклидовом пространстве размерности 4 или 5 остается
открытой проблемой.
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